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O espaco entre os nimeros:
pela filosofia da geometria =

Introducao

A Matematica pura estuda entes de razdo, isto €, a “quantidade
pura”, abstracta, da andlise geométrica, algébrica e transcendente. A geo-
metria € um ramo da matemdtica que se refere como “quantidade espacial”.

A segunda espécie da “quantidade” € a “espacial” como extensio
pura para n-dimensoes. O espago euclidiano tem trés dimensdes, sendo
limitado por planos. O plano € limitado por rectas e as rectas por pontos.
Daqui surgem vérios conceitos geométricos de Ponto, Recta e Plano.

Mas, pelas extensdes sucessivas, existem vdrias espécies de espa-
¢os: puros, analiticos, topoldgicos, etc.

O Espaco (E) difere do “nimero”. Contudo, a construgio da
Geometria Analitica, bem como a Geometria Diferencial, vieram mostrar
que toda a analise da “quantidade” se pode fundar na teoria geral dos con-
juntos.’

Todavia, a teoria dos conjuntos (ou classes) estd na base da andlise
matematica moderna, bem como nas novas leituras geométricas, como a
Topologia, que necessita da nogfo de “conjunto”, originando novas extensdes.

* In memoriam do Pre Vitorino Mendes de Sousa Alves, Professor Catedritico da Faculdade
de Filosofia de Braga, da U.C.P,, falecido a 08/01/2002, de quem fui assistente estagidrio, entre 1974
e 1976,

' Cf. V. M. DE SOUSA ALVES, Ensaio de Filosofia das Ciéncias, Braga, Publicagdes da
Faculdade de Filosofia, 1998, 447; Cf. A. MANNHEIM, Cours de Geoméirie Descriptive, Paris,
Gauthier-Villars, 1886, 158-164.
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Poderemos dizer que a fundamentacio ldgica das generalizacOes da geo-
metria assenta na teoria das classes (conjuntos).

A Geometria é o ramo da Matematica que estuda as formas espaci-
ais, suas estruturas, relagdes operativas e propriedades. Mas, existem varia-
dos graus de Espago por causa das extensdes da Andlise: espago
euclidiano, ndo-euclidiano, espago de Hilbert, espaco diferencial e topo-
l6gico. Como a Topologia necessita da operagdo de “passagem ao limite”,
poderd auferir-se que a Andlise Matematica emprestou elementos formais
e operativos (funcOes, varidveis, etc).

Por aqui vamos encontrar diferentes espécies de Geometria, que se
poderio classificar pela teoria dos conjuntos ou pela teoria dos grupos.

A Geometria pura (espacial) estuda os espacos, como entidades
métricas dimensivas (figurativas). Esta apresenta duas generalizagdes, ora
como métrica (euclidiana ¢ ndo-euclidiana) e projectiva ou sintética, ora
como geometria descritiva.

A Geometria Analitica estuda os Espacos Analiticos pelo sistema
dos ndmeros reais: Pi (xi). Trata-se, pois, de novo método para tratar a
Geometria em linguagem simbolica. Esta nova extensdo geométrica apre-
senta-se sob duas formas, quer a “cldssica” (que se afirma pelos espagos
cartesianos e hiperespacos), quer a “moderna” (pelos espagos abstractos a
Fréchet). Ndo poderemos esquecer que a Geometria Diferencial foi ini-
ciada por Riemann (1826-1866) ao observar que o teorema de Pitigoras
poderia ser generalizado, definindo novo comprimento pela nogéo de geo-
désica.

Uma das mais notdveis generalizagdes encontra-se representada
pela Topologia, que se caracteriza por estudar figuras qualitativas pelos
conceitos de limite e vizinhanga.’

Finalmente, surge a fundamentagdo filoséfica da Geometria, que
vai desde a determinacgio do valor e limites (epistemologia) até a funda-
mentagdo ontoldgica.

1. Fundamentos filosdficos do “espaco métrico”

A Geometria, ramo da Matemdtica, como expressao espacial, funda-
-se “a si mesma”, dado que os seus axiomas, num sistema formal, devem
ser evidentes per se.

* Cf. . VUILLEMIN, Legons sur la Premiére Philosophie de Russell, Paris, Armand Colin,
1968, 282-289.
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Da mesma forma, a Matemadtica, sub specie, encontra-se na
“Geometria”, como valor e limites da mesma e o seu objecto formal ja ndo
obedece a defini¢do intuitiva e cldssica da ciéncia da categoria da quanti-
dade abstracta, mas exige, ainda, a nova categoria da relagfo (esse ad).

A constru¢do de qualquer sistema formal e generalizado, como apa-
rece na “geometria”, determina o conteido de uma relagdo intuitiva, por-
que toda a ciéncia € um — fieri — em alternincia de fases analiticas e
sintéticas. Se a Matematica se apresentasse, simplesmente, como sintese
de relagdes 16gicas, entdo ndo seria possivel a Fisica Teérica.?

1.1. Valor e limites dos espacos geométricos

Bourbaki pensava que a ciéncia matematica, incluindo a Geometria,
é uma “construgio” por meio da andlise das estruturas fundamentais. E
uma “construgdo” que vai do “simples” (geometria euclidiana) para o
“complexo” (geometria geodésica).

Segundo a gnoseologia regional, aquilo que caracteriza 0 espago
geométrico nfo sao os seus elementos isolados, mas a “estrutura” ou a
relagio que emerge dialecticamente entre eles.

Segundo o valor e limites da Geometria, ndo se podem reduzir as
figuras, relacdes e teoremas da Geometria e Topologia a simples equagdes
algébricas ou diferenciais (s6 pela relacdo de igualdade).

Segundo a leitura gnoseoldgica, a Matemadtica, pela Geometria, s6
se poderd aplicar a fisica tedrica dos entes reais: numerdveis e dimensio-
nais. A Geometria mostra, pelos espagos e dimensdes, a 16gica da “figura
espacial”, aquilo que as proposigdes da logica mostram nas “tautologias™.

Uma das caracteristicas fundamentais da “geometria”, no dominio
légico, estd em referenciar-se como “modelo” de construgdo espacial a
n-dimensdes, para corporizar teorias fisicas, desde a Mecédnica Racional
até a Relatividade Generalizada, passando pela Restrita. *

Apesar dos sistemas matemdticos serem multiplos, contribuindo
para a fragmentacdo do conhecimento, possuem, entretanto, um “nexo
geométrico comum”. Cada um dos sistemas matematicos incorpora algum

* Cf. A. GEORGE; D. J. VELLEMAN, Philosophy of Mathematic, Oxford, Blackwell
Publishers, 2002, 1-13.

* Cf. L. GOLOVINA, Algebra Lineal y algunas de sus aplicaciones, tradugio do russo,
Mosci, Mir, 1974, 202-224.
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aspecto da Geometria. Eles constituem um sistema redundante de multi-
plas representagdes, para conceitos geométricos, 0s quais sdo essenciais
em Fisica.

Mas, variados sio os limites da Geometria, nomeadamente da
Geometria Analitica, que determinam uma fundamentagdo dimensional
para a Mecénica Classica. E, porém, insuficiente para a Relatividade
Geral, que s6 se definiu matematicamente pela geometria diferencial e
pelos tensores. °

1.2. Esséncia e Existéncia dos espagos métricos

O status quaestionis da Ontologia Regional da Geometria implica,
além de referenciar a esséncia dos entes, saber o esse (existéncia) dos
entes conjuntos da Geometria. Sdo ideais ou reais? Qual a sua constitui-
¢do ontolégica?

Assim surge uma preocupagdo ontoldgica, que € marcada por um
sentido e evolugdo acto-potencial de pontos, rectas, planos e esferas ou
entidades poligonais. H4 uma resposta ontolégica para a “geometria”.

Aqui poderdo surgir as exigéncias da esséncia dos diferentes “espa-
¢os”; que dominam a Geometria e que se definem pela teoria do acto e da
poténcia e pela teoria dos transfinitos de Cantor.

O Espago euclidiano (Es) ¢ um conjunto transfinito de planos, em
poténcia. O E: (plano) € um conjunto transfinito de rectas em poténcia. A
recta (Ei) serd um conjunto transfinito de pontos em poténcia. O ponto (Eo)
¢ um conjunto unitdrio de O-elementos, que s6 existe como estrutura
potencial da recta ou limite do infinitésimo linear: lim E» = 0. ¢

n—a
Os referidos espagos, também, poderdo marcar a sua “esséncia”

pela teoria dos limites: um espago a n-dimensdes € o limite do espago a
n+1 dimensdes.

O plano aparece como limite do espago a n-dimensodes. A “recta”
serd o limite do plano /E:/e o ponto /Ed/ serd o limite da recta /Ei/. E o limite
do ponto? Nio existe, dado que € “adimensional”. Serd, pois, um conceito

5 Cf. D. HESTENES, “Reforming the mathematical langnage of physics”, in: American
Journal of Physics, 71 (2003), 106.

¢ Cf. B. DE JESUS CARACA, Conceitos Fundamentais da Matemdtica, Lisboa, Tipografia
Matemdtica, 1958, 317-318.
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“limite” (indefinivel). Os elementos ou partes do espago geométrico exis-
tem s6 em poténcia, ndo em acto. Quando os matemdticos dizem que o
espaco € um conjunto infinito actual de pontos, ndo definem a esséncia
pura do Espago como um ser. Referem-se a estrutura pontual a que se
poderé reduzir o Espaco por uma sucessdo de operagdes ideais da Andlise
Matematica. Segundo a operacéo de passagem ao limite: Es = nimero infi-
nito de planos E:. Se E: = ndmero infinito de rectas Ei, entdo E: = niimero
infinito de pontos Es. Logo, Es serd um nimero infinito de pontos Eo.

O E; euclidiano serd estrutura de ordem a 3-dimensdes, mas de cur-
vatura nula. Logo, € vilido o 5° postulado das duas paralelas, que funda-
menta a Geometria parabdlica de Euclides.

O Espaco lobatschevskiano € uma estrutura a 2-dimensdes, mas de
“curvatura negativa”. Logo, é vilido o 5° postulado de um nimero infi-
nito de paralelas, que fundamenta a nova Geometria hiperbélica, que se
aplica em regides infinitésimas. Os espagos riemannianos sdo estruturas a
n-dimensdes, mas de curvatura positiva. Logo, serd valido o 5° postulado
de zero-paralelas, que funda, por sua vez, as novas geometrias: eliptica e
esférica. Estas aplicam-se nas regides infinitamente grandes. O hiper-
espaco € um espaco a n-dimensdes, que tem sentido em Cosmologia
Cientifica. ’

Com efeito, 0 espago analitico € um conjunto de quaisquer elemen-
tos {x, ¥, z....}, 0 qual se define numa func¢do numeérica de (X, y,) ou vecto-
rial 1(x; y). ®

Traduzem-se, por correspondéncia, os E. de pontos pelo sistema de
nimeros reais, fungdes, distdncias, etc. O mesmo diz-se “métrico” (R, d)
ou vectorial (R, 1), se a fun¢io for a distincia entre dois pontos P1 e P2 ou
a dimensao vectorial 1

Além dos referidos espagos métricos, existem o0s espagos cartesia-
nos, onde cada ponto P = (x, y, z) surge como recta ou curva, que se repre-
sentam por equagdes ou fungdes a n-varidveis. H4 os espacos vectoriais
onde cada ponto serd P = (i, vi...) ou (¥ 1). Temos espagos de configura-
¢ao, onde cada volume € diferencial: dVi = (xi, y;, zi). E o espago abstracto
a Fréchet abstrai-se da natureza dos elementos com pontos que poderdo
ser: ndmeros, curvas, superficies, func¢des, distincias, séries, etc.

" Cf. A. 1. MALTSEY, Fundamentos de /ilgebra Lineal, tradugio do russo, Mosci, Mir, 1976,
300.
¢ Cf. B. DE JESUS CARACA, Cdlculo Vectorial, Lisboa, Tipografia Matematica, 1960, 1-4.
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O espago topolégico € o par de elementos (A, H), sendo A = con-
Jjunto de pontos ou de nimeros, ¢ H = colec¢ido de subconjuntos de A (pon-
tos-vizinhanca). E {A} serd a base do espacgo topoldgico e H faz a
estrutura topoldgica. °

A recta real € o “espago topolégico” se associarmos ao “espaco
métrico” (R, d) a estrutura H = conjunto de subconjuntos de R, sendo E.=
E., se for (R, H).

A ontologia especial da Geometria ¢ Topologia apresenta ainda
como fundamentagdo, descobrindo qual o outro principio constitutivo de ser
dos entes geométricos, a existéncia (esse). O ente finito da razdo implica,
na sua constitui¢io ontolégica, dois co-principios: [esséncia + existéncia].

Logo, os entes-espagos, a n-dimensdes, sdo seres de razdo quantita-
tivos, como entes-conjuntos analiticos. Mas, entdo, em que diferem?
Analisemos a constitui¢do ontoldgica do ser:

[poténcia + acto] — “ente finito”
ou

[esséncia espacial + existéncia 16gica] — “ente de razao”

A esséncia € a forma espacial que define ndo s6 a categoria genérica
dos entes de razdo quantitativa, como também a especifica: entes de razdo
espaciais (geométricos). Logo, existem diversos graus constitutivos, desde
os espagos euclidianos até aos espagos topologicos.

O tipo transcendental (grau analdgico) de ser é a nota semelhante de
“ser-ideal”, somente predicdvel dos entes quantitativos de razdo, que &
“univoca”, em sentido logico.

A verdadeira forma de perfeicdo abstacta encontra-se na quantidade
espacial, que significa um esse distinto da “quantidade numérica”.

Assim se poderd dizer que os conceitos da Geometria e da
Topologia (E., E\) sdo entes de razdo com fundamento real. Este ente de
razdo € o que existe, formalmente, sé no intelecto, mas pode ter funda-
mento psicolégico e real. Tal sucede com os conceitos geométricos e topo-
l6gicos de E. e E,, que existem, formalmente, no intelecto, mas possuem
fundamento psicol6gico e na quantidade concreta, dada espacialmente.

Com efeito, analizando os juizos sintéticos e analiticos da
Geometria e da Topologia, verificamos que os conceitos abstractos de

* Cf. M. VYGODSKE, Aide-mémoire de Mathématiques Supérieures, traduction du russe,
Moscou, Mir, 1980, 521.

" Cf. R. D. BORGES DE MENESES, “Teoria do Juizo em Kant”, in: Humanistica e
Teologia, 22 (2002) 220-226.

O ESPACO ENTRE O0S NUMEROS 123

espago a n-dimensdes ou de espaco analitico sdo transcendentais, como
categdricos e analdgicos.

Ora, tais conceitos s existem formalmente no intelecto. Com
efeito, as suas formas ou esséncias (id guod) transcendem a experiéncia ou
os dados empiricos do mundo real. A recta /Ei/ € um conceito que signi-
fica uma dimensdo pura e ideal. E a forma abstracta da extensdo pura, que
o intelecto abstrai dos entes fisicos reais. Estes sdo limitados por planos
concretos e os planos por linhas. Isto significa que, na ordem real, existem
“entes extensos” a trés-dimensdes, que sao materiais como estruturas de
massa-energia. Desta sorte, o plano geométrico € a estrutura ideal e pura
de rectas em poténcia. ' Diremos que o fundamento psicoldgico, na
Geometria, € a dupla forma de intuir ¢ de conceitualizar ou de julgar. A
operagdo intelectiva faz a sintese abstractiva do conceito, isolando a forma
acidental ou a nota pura de extenséo. O espago n-dimensional, pelo juizo
sintético, d4-lhe o “existir 16gico™ (actual) de ente. Aqui serd a operag@o
intuitiva da imagina¢do que actua, na sintese da imagem, pela forma
potencial do Espaco, dada pelos objectos extensos de fora.

O ente de razdo € todo esséncia e existéncia a0 mesmo tempo. Logo,
nao ¢ a forma real extraida dos corpos externos, mas a forma intencional
construida pelo seu “existir” no intelecto.

Na verdade, o fundamento real € a extensdo dos entes reais (a 3-
dimensdes) enquanto “extensos”. Sdo volumes concretos, limitados por
planos, estes por linhas e estas por pontos (ex: a mesa, a bola ou esfera, o
quarto vazio ou o espago real). Mas, a sintese da percepg¢do intuitiva do
espaco ndo € possivel sem o movimento que o gera. O fundamento
iltimo, mas radical, € o movimento de um ponto material, enquanto
movel. O ponto geométrico, em movimento, gera a “recta” e a recta gera
o plano. Os entes geométricos e topoldgicos sdo conjuntos transfinitos de
n-elementos que sdo, ao mesmo tempo, sob a razio de ser unos e multi-
plos. Todavia, nio podem ser tais sem a composicdo de dois co-principios
opostos de ser: poténcia e acto.

Os espagos euclidianos (E:-Es) sdo um conjunto uno, porque se rea-
lizam como um todo.

O espago é multiplo, porque € constituido por n-elementos realiza-
veis, em poténcia, em virtude dos planos de possiveis cortes. Pelas
propriedades dos conjuntos, 0 espaco a n-dimensdes tem a poténcia do
inumerdvel, ou seja, do continuo.

" Cf. V. M. DE SOUSA ALVES, Ensaio de Filosofia das Ciéncias, 124-125.
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Ora, o continuo implica a composi¢do de elementos (partes), em
poténcia, isto €, por ligagdes absolutas duns aos outros, sem qualquer
lacuna. De contrério, os entes geométricos seriam antinémicos. As proprie-
dades da unidade e da multiplicidade, sendo opostas, ndo podem radicar
num s6 principio simples ou homogéneo de ser. Surgem dois principios
complementares de ser, em Matemdtica: o da unidade e o da multiplici-
dade. A finitude do ente de razdo geométrica (espago métrico) também
aplica a composi¢do Ontica da poténcia ao acto.

Conclusao

Diferentes leituras se tém feito do “espago geométrico”, que se
poderdo resumir nos seguintes graus analdgicos do mesmo espaco:

Pelos Abstractivistas (Descartes, Leibniz e Escoldsticos), o espaco
geométrico referencia-se, formalmente, como ente de razio, mas com fun-
damento real. Significa a extensdo pura abstracta a trés dimensdes. Assim,
distinguem, in genere et sub specie, (rés niveis de espago: o real (fisico),
0 matemadtico e o imagindrio (ou absoluto). Mas, alguns filésofos confun-
dem espaco fisico com o matemadtico e outros s¢ analisam o espago imagi-
ndrio. Este, também, podera ser considerado como “espago psicoldgico”.
As teorias empiristas nd3o explicam a forma abstracta de espaco e as suas
extensoes analdgicas, tal como o formalismo a priori de Kant ndo desco-
bre o fundamento objectivo da Geometria Euclidiana e nem explica como
sdo possiveis as geometrias ndo-euclidianas e as novas extensdes da
Anédlise Matemadtica. ¥ Com efeito, a solucio s6 poderd ser dada por meio
de uma teoria de tipo abstractivo.

Segundo os Idealistas (Kant, Bergson, etc), o espago € um conceito
ideal a priori da sensibilidade externa. Logo, em Kant, aparece como
“forma pura” a priori da sensibilidade. Surge como modo subjectivo de
intuir, pelo qual fazemos a sintese da imagem espacial, apresentando,
somente, um fundamento psicoldgico. A Geometria recebe o seu funda-
mento pelos juizos sintéticos a priori.

Segundo os Empiristas (Hume, Locke, etc), o espaco é um conceito
que deriva s6 da experiéncia. Trata-se, pois, de uma propriedade real dos cor-
pos a trés-dimensdes. A ideia geral de espago nao é um conceito intelectual;

2 J. LOTZ, Ontologia, Romae, Pontificia Universitas Gregoriana, 1965, 15-25.

2 Cf. C. J. POSY (edited), Kant’s Philosophy of Mathematics, Boston, Kluvier Academic
Publishers, 1992, 109-112.

* Cf. R. D. BORGES DE MENESES, “A Teoria do Juizo em Kant”, 220-222.
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mas antes apresenta-se como simbolo da imagem sintética. ** Na verdade,
Hegel ao falar do “espago” refere-o como conceito genérico, dado na exte-
rioridade imediata e indiferenciada da natureza, isto é, o existir “fora de si
mesmo” '¢.

A Geometria, nas suas diferentes formas, como expressio em enun-
ciados sintéticos (juizos), encontrar-se-4 ontologicamente, pelas novas
extensdes espaciais, na categoria da “rela¢@o formal extensiva” de espaco.
A Geometria apresenta uma estrutura espacial, necessariamente, em sen-
tido ontolégico e reflecte um grau abstractivo da quantidade, dado que se
reflecte em nova “esséncia quantitativa”.

A primeira defini¢do do livro I dos Elementos de Euclides diz que
o ponto & aquilo que ndo tem partes, ou seja,que ndo pode ser dividido em
partes mais pequenas. Isto estaria ligado a concepgéo atomista da matéria.
Os dtomos, para os gregos, eram as particulas indivisiveis de que a maté-
ria seria feita. Mas, aquilo a que modernamente se chama dtomo ndo €
indivisivel, porque tem mais e mais componentes, para 14 dos jd cldssicos
protdo, neutrdo e electrdo. E, assim, inseguro fundamentar a nossa con-
cepgdo de ponto, em Matemadtica, na realidade material e, relida a essa
luz,a definigdo euclidiana pouco nos esclarece quanto a natureza do ponto.

Actualmente, em Geometria, reconhece-se a futilidade de definir
ponto, recta ou plano. Ndo nos interessa a natureza desses objectos, mas
sim como eles se relacionam entre si,ou seja,como se trabalha com eles.

E, como limite gnoseolégico, virtualmente impossivel, para muitas
pessoas, imaginar um ponto, movendo-se numa configuragio e ser capaz de
descrever o lugar geométrico, elaborado por esse ponto no seu movimento.
Contudo, as curvas cldssicas aparecem segundo lugares geométricos. Sdo
estes os limites fundamentais impostos pelo sentido das Geometria Dindmica.

Todos os matemadticos sabem bem o poder contido numa figura,
muitas vezes um esbogo adequado e um diagrama tornam tudo claro. Na
Geometria, as figuras parecem ser essenciais em muitas descrigdes e
demonstracdes.

Com efeito, os matemadticos conhecem também o perigo de confiar
em figuras.
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' Cf. V. M. DE SOUSA ALVES, Conhecimento Metafisico do Espaco e do Tempo, Braga:
Faculdade de Filosofia, 1959, 32-33.



